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L Introduccion

ODEs: Problemas de valor inicial

» Se definen como

y'(t)=1(t,y) con y(t) = yo, (1)

donde y puede ser un “array”.
» Dentro de unas condiciones muy razonables[1] (e.g. f y
sus derivadas acotadas) tiene solucion unica.
» Ejemplo: y”+y=0con y(0)=0,y’(0) =1.
» La solucion analitica es y(t) = sen(t).
» Es de laforma 1 definiendo yy =y, yo = y'.

» Multiples métodos de resolucion numérica: e.g.
Runge—Kutta.
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L Introduccion

ODEs: problemas de contorno

» Consideremos N > 1 ODEs acopladas, con n; condiciones
en un punto y no = N — n; condiciones en el otro

y'(ty=1(t,y’,y) con Ay(a) = o, By(b) = B. (2)

donde y es un “array” de N elementosy Ay B son
matrices.
» En general, no se sabe si tiene solucion.
» Ejemplos: y” + y = 0 tiene por solucién
y = cysen(t)+ cocos(t), con ¢y, c, constantes a
determinar.
» Exigiendo y(0) =0,y(n/2) =1 la solucién Unica es
y =sen(t).
» Exigiendo y(0) =0, y(x) = 0 existen multiples soluciones
de la forma y(t) = csen(t).
» Exigiendo y(0) =0, y(w) = 1 no existe solucién.
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L Introduccion

Ejemplos en Fisica
» Estatica: una cuerda suspendida por sus extremos.

a2 dy\?
y_P 1+(d—§) cony(0)=0,y(xg) =ys-  (3)

a2 T

» Electrostatica: potencial eléctrico (e.g. entre dos placas
plano paralelas)
a2¢
e —p(2)/€& con ¢(0) =0,¢(d) = V. (

& = =

K=
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LMétodo de disparo para resolver problemas de ODE con condiciones de contorno

Métodos de disparo

» Consideremos, por sencillez, el siguiente problema de CC

y"=f(t,y,y") cony(a)=a,y(b)=p. (5)

» Consideremos el problema de Cl

y"=f(ty,y')cony(a)=a,y'(a)=s. (6)

» Los métodos de disparos se basan en hallar el valor de s
para el cual y(b) = .
» Por tanto, se componen de
» un conjunto de integraciones de ODE con Cl,
» una busqueda de ceros de una funcién.
» Ejemplos: fichero “EXPLORACION_DISPARO.m”,
“DISPARO.m”.
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LCéllculo de autovalores mediante métodos de disparo

Métodos de disparo: autovalores

» Consideremos el problema de una cuerda vibrante sujeta
por sus dos extremos.
» La ecuacion para su desplazamiento u(x, t) respecto al
equilibrio es
Pu(x,t) T J2u(x,t) @)
o u(x) ax2
» Las CCson u(x=0,t)=0,u(x=L,t)=0.
» Puede resolverse por separacion de variables
u(x,t) = y(x)z(t), obteniendo
2

CZ”; +0?t=0 = 1(t) = asen(ot)+ bcos(wt)

Py px)e?
dx? T

y=0 con y(x=0)=0,y(x=L)=0
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LCéllculo de autovalores mediante métodos de disparo

Métodos de disparo: autovalores

» De la separacién de variables se obtiene un conjunto de
soluciones.

» La solucién de un problema dado con ciertas condiciones
iniciales sera una suma (en general infinita) de las
soluciones halladas mediante la separacion de variables.

» El parametro w aparece al separar las ecuaciones para y
y 7, de forma que existira solucion sélo para ciertos
valores de w (autovalores).

» Vélido para problemas lineales y homogéneos.
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LMétodo de disparo para resolver problemas de ODE con condiciones de contorno

LCéllculo de autovalores mediante métodos de disparo

Métodos de disparo: autovalores

» Para hallar los autovalores (valores de w para los que
existe solucion) redefinimos el problema de la siguiente

forma
LA ®)
Cg; = —M(TX)}’s}ﬁ 9)
63)’? ~ 0 (10)

donde y1 =y, o =y'y y3 = 0°.

» Las condiciones de contorno pasan a ser y;(x =0) =0,
yi(x=L)=0,y3(x =0) = 0.

» Para ello fijamos el valor de y'(0) y hallamos w? mediante
disparo (fichero DISPARO_AUTOVALOR.m).
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L Introduccion a las diferencias finitas

Métodos de diferencias finitas
» Consideremos el siguiente problema de ODE con CC
y'(x) =5y (x)+10y(x) = 10x (11)
donde y(0)=0,y(1) = 100. (12)
» Aproximacién de diferencias finitas sobre un conjunto finito
de puntos x; = iAx,coni=1,2,... N.
> y(Xi+jAx) =

. dy Lrin o [(OPY 3
i — 5(JA —= 0(AY).
y(Xi) +jAx <dX> ) + 3 (jAx) < ax2 () +60(Ay)
» Entonces
/ Yit1r — Vi1 2
poo— Al Jimd 1
yl ZAX +0(AX)7 ( 3)

A%
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L Introduccion a las diferencias finitas

Métodos de diferencias finitas
» El problema original
y'(x)=5y/(x)+10y(x) = 10x
donde y(0)=0,y(1) = 100.
» Se transforma en

Yir1 —2¥i+ Vi1 _gYit1 — Yiet
AZ 20
donde y1(0) =0.yn =

+10y;, =

10x; (17)
100. (18)

» El sistema de ecuaciones resultante (en y;) es una
aproximacion de diferencias finitas a la solucion del
problema original y(x) sobre un conjunto finito de puntos

Xj=IiAx,coni=1,2,... N.
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L Diferencias finitas: métodos iterativos.

Métodos iterativos
» Tratamos ahora de resolver las ecuaciones de diferencias
finitas, i.e. sobre las y;.

» Los métodos iterativos constituyen una forma de solucién
alternativa a la solucion directa.

» Re—escribamos la ecuacién para las y; como

1 5A 5A
Yi= 2_10AZ [(1 - 2X> Yie1+ <1 + 2X> Yi1— 10A)2(X/} :

(19)
» El método de Jacobi halla una solucion a través de
iteraciones donde el paso j-ésimo, y,.(/) viene dado

G 1 SAx\ ( 0, SAx\  (-1) 2,
1= g romg | (1527 )"+ (1557 )~ onia
(20)
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L Diferencias finitas: métodos iterativos.

Métodos iterativos

» El método de Gauss-Seidel utiliza los valores de la
iteracion j-ésima en cuanto estan disponibles

o_ 1 SAx\ (1) SAx\ () 2,
Vi = 3 qon2 [(1 - >y1+1 + <1 +— ) Yith —108%xi| -
(21)
» El método de sobre-relajacion sucesiva (SOR) afiade a
cada iteracién una fraccién o de la diferencia entre las dos

Ultimas iteraciones:
}—,IKI) _ y/(j) +a [yi(/) _ yi(/'—1)} _ (22)

» Dependiendo de los valores de o puede obtenerse
convergencia mejorada o inestabilidad. El valor &« =0
reproduce el método Gauss-Seidel.

» Ejemplos: ficheros ODE_ITERATIVO.m.
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L Diferencias finitas: métodos iterativos.

Diferencias finitas: solucién directa de problemas
lineales
» Las ecuaciones de FD son un conjunto de ecuaciones
algebraicas lineales.

» Las podemos resolver por los métodos habituales para
resolucion de sistemas lineales de ecuaciones (fichero
FDSD.m).

» En este caso, la matriz del sistema de ecuaciones es
TRIDIAGONAL (relaciona cada nodo con los vecinos). Las
ecuaciones para N nodos son de la forma

ai-1iYi-1+aiiyitaiiyirr=adconi=1,....N, (23)

donde se ha supuesto que los nodos del contorno se dan
parai=0ei=N+1.
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L Diferencias finitas: solucion directa

Diferencias finitas: solucién directa de problemas
lineales
» La matriz del sistema de ecuaciones

a1 a2 0 0 0
a1 ap a3 0 0
A_| O @2 a3 a4 0
0 0 O an-1nN-—2 an-1N-1 an-1n
0 0 0 0 an N-1 anN.N
(24)
» Para los nodos del contorno, hay que tener en cuenta
aiiy1taigye = —ako (25)
anN-1YN-1TanNYN = —anyn+t (26)

» El sistema de ecuaciones es de la forma A-y =b.
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L Diferencias finitas: solucion directa

Diferencias finitas: solucién directa de problemas NO
lineales
» En el caso de problemas no lineales

f(x.y(x),y'(x),y"(x)) = 0. (27)

» Puede elaborarse una aproximacién de diferencias finitas
sobre lamalla x =iAy, coni=0,...,N+1, obteniendo N
ecuaciones no lineales

Yirt =Yie1 Yigr —2Yi = YiA )

204 AZ (28)

f(xi, yi,

» El sistema de ecuaciones resultante puede resolverse por
los métodos iterativos habituales para resolucién de
sistemas de ecuaciones no lineales, a partir de una
estimacién inicial de la solucion (e.g. métodos de Newton).
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LEcuaciones en derivadas parciales por diferencias finitas

Ecuaciones en derivadas parciales: diferencias finitas
» De nuevo la ecuacién de una cuerda vibrante
Pu(x,ty T J2u(x.t)

= 2
ot2 pu(x) ox? (29)
con CC u(xg, t) = 0 u(xb,t) =0y Cl para
u(x,t=0) = f(x), 5 = g(x).
» Discretizacién de FD en x; = iAx y tj = jA;
1 —1 1
U;-‘r —2u§+uf —CZU{'H 2u’+u’ o (30)

A2 A2
donde u/ = u(x, )y ¢@=T/u.
> Despejando u’-+1

j+1
U; - A2

i+1
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L Ecuaciones en derivadas parciales por diferencias finitas

Condiciones iniciales

» Para la Cl tendriamos

1,1

au
ot

» Despejamos u,f1 y lo introducimos en la expresion general

0 AZc2N
o+ )+ (1- 55 ) b dugl) (30)

X

Y\ Ton
u =——
To2An2

» Resolucion con Matlab del problema de la cuerda: fichero
FDTD1D.m.
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LEcualciones en derivadas parciales por diferencias finitas
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